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SAGGIO DI GEOMETRIA NON-ARCHIMEDEA 


PILO PREDELLA (a Torino) 







mnova geometria nom Are 
lo di Veronene e che meglio risp paro, ala 





ca, in un 





vatrata l'esiatenza del se 
assolito nell'unico significato che si può dare n 
mento verrà definito è mppresentato geometri 
postulati 0 modificare gli sunt 














Nella prima parte stubiliseo i princip 
doptie 


fondamentali della Geon 
lelli della Geometria metrica. 
0 guida 








stella sora 






1 concetti esposti nel n 54 





I. Nel piano. 






1 Die. 1 punti e le rette del piano «i diranno 

2, Dee. Ch Chiamo retta i 
gratia parabolica rabolica non deu 
sopra una retta. fascio. 









un'omografia degenere (mintesgriata 0 fase 
) l'omegratia det quell'elome: 


m un unico è 



















(alma guar 
SII aa a 
; MLT asia 














punto 
le punto all'in 
o alla seconda figura) l'omo. | è Îl corrispondente della retta all'inti 
sta e sì rappresenterà | nito nel caso che il centro del fascio 
sîa un punto improprio) D' omograîia è 
doterminata 6 xi rappresenterà, como 








ta retta i, con ai, 
vor. aux. s 





4 coincidono. 

improprio. Dome So a, è impropria Pomografia è 
D, 1° di lacterminnta dla una coppiu po'di ret 

derà com | corrispondenti e si indicherà e 











piano. 





propri. 

Dir. Un punto i © una retta d si appartengono quando lomografia È 
ha per sostegno la retta de così d si appartengono 
ndo l'omografia £ ha |uer sostegi 






















8. bo. Un punto é € un do via soddisfatta 
© l'una 0 l'altra delle se; 
i 


il micleo della 





retta è il sostegno del punto. 


Se A,5 nd c8y gince in n, e a,; e n, passa per A, è A,y il ponto A;X; 





amparticne alla retta a 
9. Se un pinto ed ima retta xi sppartenzono, 
partenzono. 


he i Toro puelvi si a 





Se AjÙ, è un punto della retta agî,; A, è in a, Quando A, è linterse 
zione di a, con a,, il punto A, è pu tenta a vedere dove cade 
A, quando A, non è Pi 








Il. Distribuzione delle immagini doi punti di una retta. 





10, Tron, rospanestar 
una rella a,î, hanno le loro immagini mpra una perallta ed a; 
fi data uma retta a,î, proiettivi di mgei Fed 1° 
col centro Ly con tin solo raggio unito a,, e colla coppia ag, di 
raggi corrinp 
Considero l' 


Tutti è punti collo stesso nueleo appartenenti ad 


A dire due fiusci 













nella quale a, 


è perpendicolare nd 





N un punto qualunque A, di a, 





od at’, una coppi 
o F corrisponde F' 6 una certa retta subito de- 
risponderà alla retta all'infinito, 





di rette corrispondenti. 
Ina 
terminata 1, paral 
La retta che n 








isce A, con un punto A, di r, sega F ed F' in un'omo. 


x 283 X 


gratia parabolica subordinata all’ ionella quale quindi al punto atl'i 








pito corrispando A, Dai 0 A 73, giwoo mella retta 


i po 

11. Con. I punti d 
bordinate în un'amotogi 
vette corrispondenti (). 





(i, € viceversa 
















io della retta agi, col 








ee dla P, La parallela n 
questa paralle 








trovare A, Con 
,, ablusso la perpendicolare P,A, 50 






13. Promiesa. Dato îl nueteo # di ima retta passante per il pi 
trovare | ne trovare il 
Trovo il p olare asl a, cu 


VAR 











otta per A, sega la 


richieste sono tutte 6 sole le 





parallela art a, ev 
rette che passano per È, 

Invers 
cerchio di 








te: Dato a, trovare a, 
inmetro AjA, Se a, 





n punto comune ad a, 6 al 


la parallela ad A,P, condotta per A,, la 





retta ya, passa per il punto AA, IL problema è di 2° 
14. Tron, Due puati coi nuclei di Due vette coi nuclei distinti appar. 
atinti appartengono ad una retta 0 a una perse dd wa purto € a uno volo. 








sola. 

Se i due punti dati sono sopra un 
qriss per i due punti (7); altrimenti bi 
glo paraboliche di 


atossa, retta d, questa è la sola che 
pena in sostanza dimostrare che due 
ti posto in rette diverse d, d', e aventi punti 
ive du uno atesso punto. 











quello di destra ne è una conse. 





guenza per la legge di dualità (°). 


Trovi nto 





del punto comune n d e d' (considerato come 
della ses 





con una 


seat 
ino 08, 29). 

(0) La topo di danlità sarà spesso Invecnia, ina rigunnia soltanto gli elemonti 4; più 
tardi sarà dimostrnta per gli elementi i. 





giiotitca 








TESTI 











Le due omografie date wi li ura stessa omografa di raggi 





ne dd’ si fosse 
pura (per una nota proprietà dei groppi 
punto 8. Dunque la retta che unisce i 
lere nel seguenti 


BE, i due 1 









aniche proc 





ce, se esiste, avrà 
dovrà passare per iL punto d'interse 
ta per A, colla parallela ad A,B, 
la stessa immagino dovi 








passare. per il 
10 4,1, condotta pbr_B colla oral: 
dotta per 1, dunque eee. 

15. Due punti coincidenti apparten | -— Due rette coincidenti. appartengono 
tengono ad vna doppia infinità di vete; | ad una doppia infinità "di punti; due 
duc panti collo ateino nucleo apparte rette collo stesso nucleo appartengono ad 
gono ad una semplice infinità di rette, | una semplice infinità di punti. 

La pri nto di 













TE 1 que pnt. 
quale 

A.P, nere 
spa 








ad A,5, è il segment 
colare ad A, © termini 


da perpendicolare PA, sopra 
parallela 





Lo rette ai, (lovoa, pasa per D)| 1 punti AjZ, Glover A, giace 
sot tutte le petto ce passano pei du | sowo tatti i punti comuni alle due rete. 
quanti dati. 





101. Nollo spazi 








16. Die. 1 punti, i 
te d. 

I punti i dello spizio si definiscono come nei numeri 2, 3,4, 5, 6. 
on degenere di p 


le rotte dello spazi 





si diranno: punti, piani, 

















ngralia para 








18, Data in un fasci 
solare) Pomografia 
Ogui omogratia parabolie 





un piano do È 





vehè è 0 non è degei 
19. Dato 
soa è il 


‘a di piani di un fasci 
iano perpendicolare ad a, (op- 
A caso che Passe del fascio 
ata © xi rappresenterà, come il 






unito, 2, il N 


pure a, è il corrispondente del pi 















non pò 
grafia è degenere. 

20, Se a, è improprio Pomogratia è li piani 
ti © si indicherà con (37). 

21. Dee. Un punto i e un piano d si ap 


piano dj 












ha per sostegno una retta de 
Ù quando l'omogratia 
Dir. Un punto £ ed è 
sfatta 0 Puma © l'altra delle se 


210 punto i è Ta n 















piano i è il nucleo del piauo 





Bano: Se A, gi 








dl 





un piano 3,7, hanno le loro immagini sopra un piano paralleto ad 2; 
Questo piano si trova colla costruzione seguente: 





. Seello un punto qualungue A, sopra a, e condotto il segmento A,l, per- 
2, € passante per P,, 
dei punti del piano dato aventi per mueleo Ax 


pendiculare ad 2, € terminato in a,, il piano parallelo 
è il Iuogo delle immagi 

26, I punti collo stesso nucleo A, appartenenti ad un pi sono omo. 
grafie subordinate ad un'omologia che ha per centro A, per piano fondamentale a, 
€ nella quale 2, € un piano perpendicolare ad 3, sono piani corrispondenti. 


pausa una fotalità quattro colte infinita di 














27. Teor. Per un punto A 
piani, e correlativamente 





af pussi por A/T, è necessario che a, passi per A, 
Conluco danque per A, un piano al arbitrio a, e treociata per A, la porpon 
neo È, col piano tirato per A, parallela 








dicolare ud a, trovo la sua interse 





mento nd a; Conduco per 
AGR, (n! 24, 25) 

ERO I elena arena I gaia ar 

8. Par due pendi evi acli distinti | -— Duo piani coi musti dis 
put n ta de roll infinita di | comune ut ital de alt gia 
piani. pu È 

topa alleno apriinaatenn ata 4 semo: DIE did piani 


2152, HI piamo 2,7, passa per i punti dati (22, 2°) 


un piano ul arbitrio 2, IL piano 2,2, passa per 

















Ora riman 
retto 
tà di md 





omografio paraboliche di 


de 







i sono prospettive in nn 





le è una consegs 

Noto 
perché tali si potr 
omologica dello spazio. 





1a per la legge di dualità. 
ne che i muelci dei pu 








dati si possono supporre punti propri 


trasformazione 









29. Der. Chiamo retta la classe dei puuti appartenenti a due piani coi 

clei distinti, 

Dirò che una retta € un piano si appartengo 

appartengono al piano, 

. a) Due puati coi unelvi distinti) -— Dmc piani coi nuelci distinti appar. 

appartengono ad una retta e ad'ana sola. | tengono ad una retta e ad una sola. 
Il teorema di destra è una conseguenza della de 




















sinistra. 
Per i punti dati immagino due piani coi n La retta comune 
ni due duti. Lu difficoltà consiste nel dimostrare che 








i duo punti; conduco per A, 





cun piano 2, © determinati + ji 
qeomo nel n: 28) per ai tiro 2, TI piasio 0,2 paia per A © 

1 nuclei dei punti della © delle rette AI sono sulla A,1,5 preso dunque 
sopra AB, veglio truvire le pti di AL che hanno per na 
civo Ue 

Comtuoo il segmento 
treci 





reo 











magini dei 1 








I, perpendicolare ad 2,, € terminato in a,, € 
per k, il piuso parallelo ad 4, Tutti i punti di nueleo ©, coll' im- 





magino ia è sono lu 3 (29) 


Fra 





elli 


del piano 5/7, cioè I punti che sono la tutti 1 piani passati 
Esinte nel piuno p 





ti punti bisogna trovare 





sono indipendenti dalla scelta 





per A 6 IL 
1a retta parallela ad A,5 la quale non dipende dalla 








posizione di 42, © contiene perciò le immaigi 
centi sn ABL 





dei punti di nucleo €, © gia. 


Infatti osservo che nella figura si 
i in a: AP, @,, C,lt, 1 tre 






perpendicolari ni 
Q,,R, sono: perciò in 








è termi 


Mast x 





Linea retta, Per essi pus 
rispetti 
dl quale dividerà Îl 
proporzionali ad A € CM 





o tre piani paralleli al 2,5 i primi due passano 





0 per A, e B, il terzo che è y incontrerà 4,0, sunto €, 


puirti proporzionali a P,it, e R,Q, e quindi 





La parallela e ad A, cond 
iunmagzini 
Aeno 








zione si ricava ane 








te oro 
parti. propor. 
questa parallela, che incontra sempre 





sopra la parallela ad AB, sente il segmento A,B, i 
AM; deserive 
Linters 
finita nel 
W) Pre puati, i euî nueleî mom | -— Tre piani, i cui nvelvi non pavanno 
ppra una stessa retta, appartengono | per una ses vetta, appartengono ad 
nu pito © nno valo, 
nà dimostrare il teoren 


AG HT, 6 











è stata de 


























neo il piano a, per A,, B,, ©, € 
è stato determinato 1) 


unti P,Q,R, (come 





dl piano 2, 





11 piano 2,5, è il solo che passa per i pi 

53. e) Una retta © nn pento, coi | - Una retta emn piano, coî nuclei che 
RO AN OR AL RppartenRe, REger | n i prin parere di 
tengono ad un piano € uno sola, mnto € no 

34, d) Due rette di un piano coi| Due retto che passano per na punto, 
nucli nom coincidenti, appartengono ad |coi anclei nm coincidenti, appartengono 
en punto © uno solo. ad un punto € uno solo. 

como nella geometria ek 

parallele quando bano fn 















n punto impro 





() Atiascta da ©, a perpemieutare CD, nd r, al variare di C,; il punto D, doserive 
ua retta elte dirà immagino della retta AT, montre ALI vi dirà il nmetoo. Risnlterà (o. BI) 
che quest'immagine è il luogo dollo inmungini i AB che linano dal loro. nilo la 
ina distanza. 

11 nteleo © l'immagine di una retta a el 
La retta e definisce un'omogratia comsinle è le omografle anbordivato sule rette unito di tale 
omogralia conmiale, sono È punti di 











i trovi fn un piano d sono rette aghiese; 








x 288 N 


IV. Disposizione circolare natural dogli elementi di una forma di 1° specie. 









e alter. 
o, sl dirà che AR; 
pio 
alii: 
precedente n R 
Gan questa definizione 0 punti dè È ella retta dita vengono a disponi 
Vi qndo alronera Eoi1 
fera far di run o dip 
a peatema È pe ia 


to che 


e a R, oppure (nel caso ehe i nu 
parallela ad a) quando A, è 














Data una qualsiasi 
punto di 1 
che Pelemento 
proietta il secon 

Ma sam 









proietta il primo, è precedente alle 





nando due punt 





‘ggiute sezioni del me 
ti dell'in 
disposizione di 


fascio di raggi 0 di 
piani si osserva che a punti ord 10 punti ordinati 
dell'altra, quindi l'or i di un fis 
in col cambiare della punteggiata sezione, & $i può concludere : 

35. e) Gli elementi di una forma di prima specie sono disposti in un ordine 
maturale circolare con due sensi, e în due forme proiettire ad elementi ordinati 
di una forma corrispondono elementi ordinati dell'altra. 

36, Ora si possono estendere le operazi 









ine io non cam 











di profezione e sezione; occorre 
però che il sostegno della forma data e il sostegno della forma ottenuta. col 
proiettare 0 negare, abbiano nuelei ele nom si appartengono. 
Due forme si diranno prviettive quando si ottengo 
un numero finito di operazi 
Busta ricordare come si nniscono due | 
per nina retta e un punto ete., per coneluler 
37. Se due forme sono proîettire i muelci degli elementi 
ai nuclei degli elementi corrispondenti dell'altra. 
Il teorema che due forme composte di tre elementi con nuelei distinti 
sono proîettive, il teorema di Dexargues sui triangoli omologici e quindi 
la definizione € costruzione delle forn he, Pesistenza di un unico ele 
nto che costituisce con tre elementi un gruppo armonico, il teorema che due 
forme armoniche sono proiettive e che se due forme sono proiettive ad un 


0 V'una dall'altra con 











i 0 come si con 






new il piano 





ama forma sono 

















0) Enriquen Lezioni di Geometria Prolettia, ML od, pag. 18 0 ng. 





grano 
no colle stesse 1 
Por terminare la dimostrazione dei 
pn reata cho ml estendere il tro 
Due punteggiato proittice che hanno tre punti uniti coi nuclei distinti, coin 














cillono, 
Ma qui si presenta un caso singolare: Date due forme in corrispondenza 

binniroca © tali che ad nn gruppo armonico dell'una corrisponda un gruppo ar 

‘me non sono în generale proîetire. 

corre dunque sc; 









monica dell'altra, le due 








reti 





i De, 


(inn) 





porto è la bidiferenza dei punti ABCD, 
è ABD, le proiezioni ortogonali. delle 









vnì sono però sostituite du sot. 





pati risp 
imp 


trazioni e i segmenti A,0,-.. sono rape 
Der. Se il nucleo di D è un pu D=(PP) (n. 5) il birap 

porto è la bidifierenza dei quattro puiti sono | limiti a cai 

ido DD, tende a (PI). 

Allora D, tende all'infinito € 


















3, osservo che l'o 
244 (4, — 24) — dg + di 





corrisponi 
AI punto 7 





i tuo pe 





dove 23, dd, sono le n 
è del punto D, corrispondente del punto y 
4 tale che dk 





















© quindi 





39, Se D= (PP) la bidifferenza dei quattro punti ABOD è 





A,O, 4,8, 
(mat) ne 

40. Cor. Esiste n punto e uno solo che forma dopo tre punti di una retta 
una bidifferenza è wn birapporto dati 

Questo punto si può facilmente determinare quando p © 2 sinno rapporti 
di segmenti dati. 

41. Date due punteggiate proiettire il birapporto e la bidifferenza di quattro 
punti dell'una sono eguali al birapporto © alla bidiferenza dei quattro punti cor- 
rispondenti. 











Dis, Presi quattro punti sopra una retta a =a,4, e proîettati da un cen- 
tro 8 sopra un altra retta D, lmaterà (37) dimostrare che Ja bidiflerenza dei 
primi è egnate alla bbliferenza delle laro proiezioni. 

Suppongo dapprima che & sin il nucleo 
con Mil panto comune nd a,5, © cn SI la per 
















rendo un punto qualunque A, sopra a,; co 
pondicolare ad a, e terminato in a, e da P, 





E conì ottengo un punto qualunque AG, di ajî, ‘Indico con 4°, 
ione ortogonale di Q, sopra a,, © da Q, conluco Q,A, purallelo nd 


SA, e terminato în a, Sarà A,À, la proiezione di A, sopra a, fatta dal 


fatti AZ, appartiene tanto alla retta che da 8 proietta AT, co- 
me alla retta a, 








centro S. 








AANSAATAN, 


è analog 








00,400 


Aggiungo A,0, nd ambo i membri della 2° e 
dalla 1 











X29LX 









da cui 
AG: AG SU 
= h 
Ora 
onde 














EMA AMMLA MALE LO) MA, 





si avidi 


My MALMO 


dI E e 





Nello stesso modo serivo 





0, AD BD, 
BE” AD BI 













AOD' 6 trovo che casa è eguale alla bi 
ditterenza delle loro proî 

Om sun 
è e con R e Qi punti limiti. 

Prendo sopra a un punto qualunque AS, Trovo l'intersezione A° di SA, 
con 6. Da A, tiro un segmento 4°, parallelo ad a © terminato sulla SA, € 
da P, tiro un segmento P,A% parallelo ad SA, e terminato in è. 


Il punto AN 





iano due rette d. Indico con M il loro punto 

















7,6 la proiezione fatta da 8 sopra 5 del punto A,T,. In 
fatti AP, appartiene alla retta che unisce S con A,3,, 0 A/7, appartiene 
a questa retta © a d: 




















stile, sottraendo, 


© quinti 








Amalogamer 








punti ATOD' e troy 


Per passare da 





tiva sopra 3,7, posso passare dalla prima ad una punteggiata sopra a, da 


a alta data sopra b,67, In que 


i è sempre eguale a quella dei cor- 





questa a unalt 









dl teorema è gli altri casi che si possono 
in 
Viceversa : Date due puuteggiate in corrisponden 







biunicoca ne il bi- 

rapporto è la bidifferenza di quattro puati qualisivogliano dell’ una è eguale at 

differenza dei corrisp., le due punteggiate sono proiettive (40). 
43. 1) Con. La corrispondenza fra due forme di prima specie è determinata 

date tre coppie di clementi corripondenti. 

ABCD è armonico lo è ane 












BACD € poichè i due gruppi sono 






x 293 X 





Il dirapporto è la 
nico è rispettiva 


uti formanti un gruppo armo» 









re di conîca, la pola. 


VI. Una notevole proprietà delle coniche. 


Definita dunque la conica C® come luogo delle i 





rsezioni dei raggi 
punti coi 








è determinata da cinque 
Pascale di Br 
nano una conica ordinaria (37), per trovare 









istinti; per essa vi 
punti di © fo 

valle il nei 
43, Ze immogini di tutti è punti di C° , aventi lo stesso nucleo A,, sono 
sopra una perallcla alla reta tangente in A, ulla conica dei nuclei (Conf. n.10). 
Siano ABODE A=Ad, 
È, ama retta avente per nucleo RA, ; indico con P=A,F7 ha ima ul 

doro l'esaiono ABODEF: 

















della conica € 





que pi + Condueo per 
teriore intersezione colla conì 











Sia HIT, dl punto dove la retta di Pasontè 






ta dal lato CD, La 


tetta AF deve passare per H il punto HIT, (non ci 





+ Quindi orungne si 
bienno di costr) siecutie 1 die pani AZ, e Pdf i tre 

AP, paraeta nì necleo di AF (10, ua per Îl'corema 
0 alla contea del nuclei di €) Il meleo di AP è la 








vano sopra AF, sar 








di Pascal (a 
tangente alla co 
46. Dati due fasci proîettivi di rus 

di raggi corrispondent È d, il toro prodotto si dirà una conica d. 
Una conica dl conica ordinaria perché 

di questa possiede anche i punti dintersezione dei raggi i cor 












è dimostrato. 
ne i centri dei fasci è tre coppie 











grappo di tutti 





i punti della retta che hanno per nucleo A, 


VII. Eguaglianza di segmenti. 


45.66 proponi 
dei segmenti. 

‘ 
(1 cioò dal 1 
sno 1 
sizioni di AZ, Essa passerà per tatte lo altre, ma non è questo che ci in- 
teresa, Il nucico di C® è il 


i trovare una conveniente definizi 





dell eguaglianza 











dero dapprima un xe itato da un punto d e da un punto 








06 ATA, Sapponzo che il triangolo OA,A, roti nel 
intorno ad 0 © 





co con C® lu conica passante per cinque po. 








i contro O passante per A,, qui 


x 294 


tatti i punti di € ave 













il uneleo A,, avranno le immagini (45) sopra ta 
ata per A, ad OA. Sopra p, prendo uu punto M, Se 
che la defin 
segmenti i qual 
ali tra loro e quindi che il 
sd O— ASI, Ciò giustifica la seguente de- 

















n. 
pito dove la parallela 
ita per O. Se si vuole 
eguali bisogna dare 










i e 






definizione dell'est 





da essa risulti il seg 
ava che la defini 








idico con A,B, # nuelei e con 





A,B, le proiezioni ortogonali delle immagini 





A 0 5 sopra La retta AB, e at 

Imisco ad AA, € 1,13, il negno | 0 — seeondoché essì nono nella stessa di 

ione di AB, © nell'opponta. Fatte le stesse conve 
D, 













e poi A, © B, coincidono © co 
diro che AB= CD quando |: 
eguale alla distan 








distanza delle iu 
dice Db 

30. COR. Esixfe un segmento ed uno wolo il quale nia sopra nn raggio, abbia 
un estremo nell'origine del raggio e sia eguale ad un segmento dato. 

BIL Dik. Se €, 3 x 
sono punti ordinati, 

Si dice € 














punti di un segmento AB e ACD... MB 
dirà che il mgmento AL è composto dei segmenti ACC. MB. 
uti dati quamlo sia 










segment 
pre di a. 


ore di b 0 che b è 








Com. Usa comma di quanti si reglinno sogncati eguali ed A,— AK; 
è minore del segmento Ali (dere A, © Sì, sono peoti di 
83. CUR. £ segmenti costituiscono una specie non Archimodea di grandezs 








VIIL Considerazioni generali. 


54. Ritorno alle definizio 
per spi 


ile 
le ragioni intuit 





o a prima vista possono parere ar. 


‘0 che le giustificano, 








La trattazione logica dell'argo 
Per intendere îl perch n 
ponsco che essa 
idano a evincidere. 

ati i punti uni 





nto prosegue nel m 
‘amogratin parabolica xi comp 
Vimite di n 

















©, 0 il corrispondente R del 
finito, lomografia è determinata. Quando V tende ad U (ed R 
rimane fermo) O finisce col diventare un'omografia parabolica O” de 



















dici 





Tutte le omogratle parabol 
Por 








sà 0,1 ramponto Dl 
1 grana è 1 rl 


tiva ad 0) e UR 


In tutte le omogratio pro 








valore € quindi in ciascuna di esse, 
di UV e se Pomografia © 
cresce 0 diminuisce, UV ere» 

Osservo che tutte le om 




















grafie paraboliche sono. proietti 
Ù 


e, onde. (come 


nelle 





nogratie Iperboliche proiettive il rapport 





è costante) dobbiamo ri: 
tenere, confrontando UR con Ui, che in tutte le omograie paraboliche, se UR 
bi nemmeno Uî, e se UR ereser o 
€ che la posizion 













di i rispetto nd U sia 





cos, P immagine in 
Ja costan 
le omografie iperboliche proiettive fra loro, è costante il rapporto fra 
UR e UV. R è il punto i staccato da U e portato nel campo visibile. 
Dunque un’omografia parabolica UR determina un punto 1 è ca 
I}, cioè l'omografia, cambia anche questo punto. Il segmento infinitamente pic 
colo Ui non è una quantità che diriene, ma una quantità fissa nella su 
razione geometrica di omografia paraboli 
Iiscontrata un’ intuitiva corrispondenza nnivoea fra le omogratio parabo 
liche € i puoti i, mi sono servito di quelle per defini 
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1632, per quanto nella nostra mente 









al U è appart 
piccolo senza est 










ARR si può immaginare 


infinito è ritornando 








al punto W7 e passa 





È samente si porre 


. è la posizio 









n punto che 





be considerare il punto L 
lm deseritto n volte la ret 
n cui giace U, Ho però ab 
riuscito a rappresentare le re 


opo quello 
non sono 





It si trova 
sndonato lo x 
passanti per essi. 











In una retta a—a, colto stesso 
sini sopra una parallela nd a, (10). Questi 
ha da a, una distanza la eni immagine i 
lo perpendicolare ad a, e terminato in a, 
menti a paralleli ad a, e di- 
na scala. TL primo gradino sì trova 
con a, gli altri vanno 
si sotto a, dall'altra, © 
lo per quanto rimangs 
della retta a, corrisponde un gradino, 
per nucleo, I centri dei 
è data dall'angolo ay, 
Om si comprende D 
una retta sola: essi determinano 
zione della scala, perchè non resta determinata 
Quando i detti gradin sopra a, si la 
‘os si delinea nella nostra 
Considerazioni 
questo caso a, € a, sono rette agbembe, (veg 
Nel caino di Veronese, ricostruito analiticamente da Levi. Civita 
e Iilbert, studiato proîettivamente da Se hi n FLi es, Îl fatto che due punti 
infinitamente vicini non determinano interamente una retta, non si presenta. 
Lo scopo di Hilbert fu di dimostrare l'indipendenza del postulato di 
Archimede, di modo che egli più che ispirarsi alla realtà geometrica do- 
veva ubbidire alla necessità che nel ano campo tutti i posti 
all'infuori dell’Archimedeo; e fra l'altro ele due panti determinassero sempre 
va retta. 





deo A, bano le loro imma 
punti fa 





mo nn segmento x senza 









estremi e parallelo a 
granita è Îl ses 





ni di 
intersezione di 

























tamente vicini non pussi 
ndi a,, ma non 1 inelina 















DETTA 
Ja retta di 

on Are 
dello spazio, in 








vent 
pilo si possono fare intorno alla ret 





la figura della reti 











i nota pa 




















fossero validi 



















quinti, che sfuggono alla nostra esperien 
cusi cecezionali avviene ci 
rette d'un 


dirett 
e due punti non determinano ma 
no non determinano un punto, questo non è im 
he complicazione, conferisce a dare max: 























zero nell'Aritmetica non fufrma i teoremi ri 

ale 

redazione dei punti, delle rette, dei piani 

a degli clementi di della quale questa 

medea è nun continuazione, nno xvituppo ulteriore. 

fd notare che non ubbiamo nvato bisogno 

li della Geometria ontinaria rifiet 

che il postulato della continuità (sia nella forma di Dedekind o di We 

ieratrana o di Cantor) che ha dato luogo x varie pubblicazioni inte 
vanti di Stolz e Veronese, non ha per noi bisogno di modificazioni 

perch. esso viene assunto mo I 





soffrano qualche eccezione 





zero interviene) così P 








seometria non 






















‘anto rispetto agli el 








su osservo che co 
una conica d, tutti i punti di a 
nza estremi gi 


teorema otta la tangente @ in un punto 


lamente vicini ad A, formano un seg 









‘te sulla co 
segmenti x Ri 
rale una 








; cosicchè ogni conica d si può con- 
dunque legittimata Vantica con 
ra si può considerare come nna linen poli 


sidlerare come composta d 





cezione secondo la 








icini ad A, gineciano sulla conica 
1 fl raggio di curvatura della conica essend 
le grande rispetto ulle distanze che 
indochiè i punti della conica int 
per la stessa ragione che un cerchio di raggi 





se si pensa 
nito, è infinitam 









sono in li 





Per ultimo noto che i punti 
rette che passano per A, fori 
ina, Qu 
quei punti. 





initamente vicini ad A, e giacenti sulle 
una sfera senza superficie avente il centro 
quale A, fu denominato il nueleo di tutti 





ta è la ragione per 








Eguaglianza di angoli. 





55. Conduco per O due raggi a,î, 8,8, ella stessa direzione di due raggi 
(aemirette) dati ‘@ © d. Indico con a © $ gli angoli neuti an, € ba, ed attri. 











0) Applicato agli elementi è I postulato 





siate più, Deli dimostra © 





X 208 X 








nisco a 





essi il segno più 0 meno se 
verso opposto dell'angolo al, Con ce 
4,5, dove il cerci 


dè sono nello stesso verso 0 nel 






1 O e raggio e ileserivo un cerel 


lo taglia a, e d, © 























segmenti infinitesimi A 
e è d è ripetute 
ve di raggio r, se 
siamo condotti a dare la se 
solo ab è eguale alla 


egli e le due somme tex + tif € ter È 142 siano eguali e collo stesso 








Con, Es 
e da 
as. Der. Se e, di. 
sono rasi on 
dee le 
Dip. Si dice che un ungolo è la so 
composto di angoli eguali ai dati, 
Se l'angolo = 3-41, xi dice 






gia 





i, si dirà che l'angolo ab è composto degli 





oli 





È quando sin 











lie > 3 0 che #7 
Ar 














den di grandezze. 








Ometto gl 
presso dimostrati che enu 
60, Tor. Se due triang 






due lati eguali © 
jgolo maggiore si oppone lato musgiore 








Dux, Siano 4, viconti 
soli ng, sh, co con A,P, ns 
uil a, © Compreso fra a, © a, e com P,A, 1 





AAA, giace sul raggio 4,1, ondotto 8,0, perpendi 
mpreso fra D, e 8,, € Q,8, parallelo a b,, ven 








o a determinare sul rag: 






La proiezione A' 
zioni A, € 
da 0 sopra A, 


1A, MI ALA, sopra A, 
7A, di AP, € PAL Ind 





nale alla somma delle proie 
co com h La perpendicolare abbassata 





PA A=PA:0A, 





tea 





quinti PA, ter, è analoga 





BA, onde 


ASA, 1 Mi = AA 70 Mn te 












quello considerato © portato sopra 
ti OC e OD esnali ad OA 6 OB, il veg 
di questi lati è eguale ad AB, perch il trian 
AT, I, e e te rimani 
O è minore di 0, 0 
tia + ti? relativa ad 0° è 
ne poi ASP", e Q, 
(4) ni con e CDC AB 
che gli altri 










unisce gli estrem 
04,8, 6 le so 

Se inve 
DAB 
tativa ad O 

























ii. 11 teorema è v 

















ppo quando si appli 
miche © alle quadriche ; alle 
i venzgono ad arriech 








omograti 
prictà 
La costruzio! 
sarà oggetto dl 





itroduzione de 
ostra il teoremi 
di un sistema num 
prossimo la 









cali elemes 
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SAGGIO DI GEOMETRIA NON-ARCHIMEDI 


BA 





NOTA 1 


PILO PREDELLA (a Torino) 


tn questa seconda Nota (), che fa seguito n quelli 
titolo nel vol. XLIX (1911) di questo Giormale, introdue 
rappresentare la Geometria now-Archimedea svolta nella prima Nota è stabi: 
lisco i principi fandamentali della corrispondente Geometria analitica 
Ometto i teoremi che si di 
perclià il 
incontrare i 
data sui concetti esposti in 
Continuo La n 
stata lasciata nella primm Nota. 





















X. Numeri non-Archimedei 





GI. Siano Ae B gli estremi B, i nuclei, 
con A, B, le proiezioni ortogonali delle immagini di Ae B sopra la retta 
4,8, attribuisco ai segmenti A,A, , BM, il segno + o -— secondochè sono 
nella direzione di A,B, 0 nell'opposta, 1 Îl numero positivo che 





un segmento, Indico con A, 














vin, feci biro in pochi esemplari mel’ 
ci tipi ll V. Tona di Ti 
€) AU teoremi vengano (alascali perkè nin mi oecorrano, sen pet 
La gomma deli angoli di n triangolo © ‘ ne) è eguale = dt cet 
Le Immagini delle tte che dividono i parti eguali l'angolo fermato da due. raggi 
2006/27, dividono in a parti eguali un segmento perpendicolare nd 
(60). 
vor 1 n 















e mista AA} BB, 











imeleo 


ruppresenterò il segmento AB 










pinto O conduca di 





uitario descrivo un cerchio e 





1 semirette a e bè co 
esimi AJI, è BA 07. 

di er, è bh, © atti 
nello stesso verso di € 


AB e di due segmenti in 
Indico € 








fi adi tici n 





seo ad essi il segno 
0 nel verso opposto. 
















CARICO 
dan e 6,4 ba, ra 





itaa ai, scelgo sopra di essa un segmento 






(o 
tunque al fin 





7) cinte all'unità di è ut punto qua 
Vo della retta, e a, +47 rappresenta il_segmento OM, si dirà 
} mè OM è 







scissa del 1 








lità numero. 








0+agi a, 10,04 17 si area 5a, 4% 3 7 i dirà 





66 Der. La so è dl numero 


(ONCE 











mess 


68, Dir. Se a =8 +e è e è positivo, si dirà che a>b 0 b<a 


69. Cor. La somma è 
dai suoi termini, cioè non 
eguale e diventa ma 
giore. 





agire ne ad 1 








. Der. Se a 
Con, La differenz: 
tamente dal mi 









diret 











sottraendo ("). 





. Puoporto. Pongo per deli 


da agli 4 6) = A E dt 


Come si vede, Îl se 
si ponga 7 =0. 





bro è lo sviluppo 








IL prodotto la La proprie 
è a sinistra. 

Un prodotto 
mulli nè iutinit 





pende diret 
im. 


fattore ne gli altri non sono nè 








€) Dalla Nota del prof, Segre, Le 
Ri Accad. delle selenzo di Torino, val. 47, 1912) 









in particolare l'opera del più 
Grinwald, 


x164 x 





Come si vede, il secomto membro è lo sviluppo formale del primo (T a y- 








Lom, quando si ponga 1 = 77 






Lat sopraseritta esuagl 
prodo 





eee, è le algebriche e tra- 








E pron cs ( 


nà è esuate all'angolo. 





MERERI 





XI. Proiezione ortogonale di un 





sgmento. 








da 
Cor. Se due re 
sono perpendicolari. 






ormalmenti 
me è eguale a quella del segmento che 


sopra una retta, la mi 
i proietta, 
solo dei sensi positivi delle due rette a cui i 











_ segmenti appartengono. 


Dix. Da un pinto O (punto 4) conduco una retta #78 € nn segmento 





uma retta Bh, Indico con 2 e 6 gl 
i} indico com 9, } 87, î1 numero 


angoli aa, e bb, e di 
‘0 misura Pangolo delle 











024 ted (62). 


Trovo dapprima il numero che misara il ses 
ta perpen 

con 2, il valore positivo © negativo di I° 
24-ia (61) 


dato: Condueo da P,° 
ore (positivo) di OP, © 
duto è misurato da 















sopra OP, ini 








Trovo la proiezione del punto | 





perpent 
4 per trovarne l'imma- 
da P, la perpendicolare 


colurmente ad a, 
comduco PP", ch 
gine al 








0) Si verificano subito le formole del 





sonia 4-9) — sona cont + 





sven ere. 


siano senddiafatto ka note condizioni. 
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P,B sopra PA. L'immagine della retta 





lettante passa per B, è perpendico- 







vate 
o quale relazione passi fra i due 


lare ad a, e incontrerà a, in 
alla proiezione del se 
segt 











onde il sexo 


2, 6059, 4-12, cosò, — 7, senò (tex + te =, +3, 





costo, + 89), 





ro. 
lare si riducono a quello considerato 





si vede sviluppando 
i che 
mostrano nella stessi n 







li altri 








In un piano stabilisco un si 
meri 1, 4; 
24,84, sono le coordinate di M, ; 
24 di M son 








ispondtono due n 





0 l'ascissa e D' ordinata del pi 
è gli ussi sono rette d, le coo 





SM > IEHnt@sam 


ndo noto (°, si ricavano le fo 
quali si passa da nn sistema cartesiano ad un altro, Esse sono lineari e for 


le a quelle della geometria ordinaria. 





le mediante le 















Si dirà che un puto N 
coordinate soddisfano all 
dirà che un punto (1 
quando, trasform 





34,7 appartiene ala curva Nr, p)=0, 


qu 
cleo 








alla curva 








il piam 





un'omologia (per es Pomologia armonica: 





)) venga n distanza finita, le coordinate della 





) tato ce 





muova posizione di (PI) soddistino al 





cipuazione Sue, y) = 0 trasformata (). 


€) Vogini D'OVIA 
di Ca 
vesta de 





Geometria amalitica, IL ediz, p. 63. Dal teor. 76% rienvano at 
‘dei neni eve, Veggni D'O vi dio, ep. cit, pp. 29 e 30, 
ie ni evita di intradurre ro È punti 





che i teorem 
4 Con 
itelco improprio. 





vi hmmeri a rappresen 
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78. Tron, Ogni retta al finito è rappresentata d 
inrego 
ja retta al finito la assu 
zione sarà g— 0. Kit 


‘equazione di primo 

















muelei 
uti è 


Viceversa, data nn equazione di primo rado, presi due pun 











e la soddisfino, la retta che passa per 4 





rappresentata dalla data 


Sia la retta ar} by + 









CER NITERENTZENI 





è quindi 
entrata =0 artt art bg +6 


dalle quali (supposto che gli assi siano rette d) si ricava il 





79. Sia Ne, 4, a, by 



















so nucleo appartenenti alla 
Ve loro fmimacini sopra nia parallcha alla tangente in quel 
(ita ami) sor 
(2,5) che tanno immagine 
alla curva, appartengono 


ito 











sopra la parallela co 
alla curva (e 





SU Dex. Sr, 4) 
alla curva ha il suo n 


ogni punto che appartiene 
curva. 







‘ord 





ia geometria, 





no lo stesso nieleo A, 


ini add A)) giacciono sulla alla curva în 













dotta per 
Resta così 
curva passi 






urva infinita 
imita 









e piccolo senza estremi di eni 





54) 





assi sono rette d, la curva Sir, 9 =0 a corte 





te che 


nta 4 








e sviluppare come nel n. 


na curva algebrica d riferita u rette d si può 
0, dove i coefti 
Pra algebrica d. Sviluppa 


ti sono re 





Ha forma fr, 4) 
tti sia Sr. gd, by 








(9) 
trova 








che si può seriver 





Rd ty hi) 





€ che deve essere sdistattà da tutti i valori di 29, che sod 
Ritter 0 
sti molli, sarà 


Onde, se non seno 











Dividendo Pequazione data per 1%, i diventato rea 


hi. Dato sopra una retta ui junto ASA, so A, desesive. ma. fur 
ele della retta, Îl patto A. deserive ut segmento e 





nea estremi 
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sunto A_ sparisce, pereliè 





Quando A, è all'infinito, 







venta un'identità. 
ta d, la eni origine sa 
che so 





sgrafia parabolica, ma 
muto ? un'identità sopra na xem 
di 1, il segmento « viene ud avere di 









che invece del 


e (PP) diventa il 
A 4-0 oppure a 
nidlenti 












della retta, Ne al co 
l'amogratia diventa 
ancora punto £ un'identità sopra unu 
mo dire che quando PP xi am 











sparisce perch 





diventa un 1 
nti (PP) che sono, invi 


che precede, n 








83. Proniisa. Due curve di ordi 





im generale ma punti 












si tagli 
dute, îl a 
Prg) =0 gle) = 8 

Se però le enrve di o in 2, la stessa tangente, quelle due 
certe rette 0 0 





incidono 0 sono para 





curve date li 





ne tutti i punti di un seg: 
0 caso esse Tanno in comune due punti £ estre 





un seg 

1 punti £ si presentano anche 4 
tipli di 
a parte, 





si voglia considerare i punti n 
de un'analisi ruta da farsi 








na curva. Ma questo sogge 











0) A compiono 





(0 di quanto è detto mel $ IV 









forma di prima specie, maximo: 1/. Xi dice che i 
1 precede Q 
Per giuntiicare questa delluizione anta immaginare due ponteggiato prompet 






Lp ) formano nn segmento il cui centro è 31 punto impropri 
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IO e vice. 





equazione di primo grado in x, y, = rappresenta un pi 
versa; 

I punti di una 
immagini sopra un più 
to A 

I punti di una 


rficie che hanno lo stesso nucleo A,, hanno le loro 
parallelo al piano tangente alla superficie nel pun 






ad un punto A, della 
A, alla superficie. 











INI. Omografie. 


Der. Se A, BC, D(A 
partenenti ud una retta sulla qu 
sione: 


) sono punti coi 





muelci distinti ap- 





AD 
(O 





dove AC... xono i numeri che misurano i segmenti omoni 
anarmonico dei quattro punti. 








58. Se indico con p, il birapporto dei moduli € con g, la bidi 
immagini dei quattro punti dati (38), si trova, svolgendo, che 





eb Am 
Onde (41, 





89, Date due punteggiate proi 
Junti dell'una è eguale a quello dei corrispon 
E ancora (44): 






#0, Se ABCD è un gruppo a 
O è il punto di mezzo di AB, si la: 00-OD = OA 

Col solito procedimento si ricava che se 7 e 2° sono le coordinate di due 
punti corri in due punteggiate pro 2 e 2° sono legati da una 
relazione Dilineare e viceversa, dopo di che anche le omogratie si trattano una: 
liticamente come 





rapporto anarmonico è —I, e se 








ponden 











€) AL punto 2 2,5 di ima pantegginta faccio corrinpondore Îl punto 2, — 2,1 d'un'altra 
teggiata, conicchè se c(1 + g.1) è Il rapporto anarmonico di quattro punti di ana panteg* 
gita, sarà p(1 — p,1) Il rapporto anarmonico dei corrispondenti (38). Le due punteggiato nou 
sono proiettive, eppure ad wa groppo armonico dell'una corrispondo un gruppo armonico del- 
Valtra (veggnai 37). Qui si ripete un futto che il N 























Lersezione della retta col 
punti (1°) (vexionsi n° 5) che dire 


do la retta con piani il cui iueleo 


iano alli 





nti trumafiniti è che si ottenze 
è parallelo al 


















Rtapprese 


punto A= Ae 
ul punto i 





Per i segn 
(PP), introdurrò di 


nti trawgfiniti, 





da an pinto A=A,à, e da un punto 
ero nmmeri frangfiniti. 








eine © ma 0,07 1 verso ponltvo, 
iu, U 








Giai 






' 
sura del semento O— (PI) il segno © 





Com 
monieo di (PP 
Der. Se Med A 


O dal coniuga 








sono siti 


M_ (PP), N-(PP) 








93, Div. L'espressi 
riabile £ che col tel 





e + dale 
dere pi es di f a zero ti 


0 d, è d, sono funzioni di una va- 
ad un limite, si dirà mero. 





si. Dir. 





finiti, porro 
il, + 
1 numeri ora introdotti comprendono dunque come casi particolari quelli 









del n° 6 
2° Se limd, è finito © limd,=+ 0, îl punto di ascissa d, + dyy tende 
del segmen per centro il punto 








a diventare uno di 













dr è Pascissa di questo pi 
€ limd, è finito, îl } 
proprio della retta, 








10 di ascissa d, + dg tende 
a diventare 


x 


so, jd, + dig] è Pascissa del punto improprio 





1% 





Diremo che, in q 
della retta, 





(rg d) + [1 204, 


Indico con 0° fl lim(d}:d,) e suppongo che 4, tenda 
cena 





grafia 





a=y_00 


4° Se 00° è finito è di 
(00). 

Diremo che, in questo 
di (007). 


uso da zero, l 








uso, [d, + di] è un ancissa 








o punto improprio. 
© rappresenta un punto £ a 
i tramstiniti a destra o a_ si 





6° se 00°=-0, Pon 

distanza intinita, il prim 

nistra di O secondochè lim :d) 
Diremo che jd, + dr] è 



















questo pi 
m tendono al alcun 









mero è indeterminato. 


ndo sono ascisse dello stesso 
che l'aseissa del primo è minore 


95. Dex. Due n gal 
punto € se un punto precede un altro 
dell’ascissa del secondo, 















96. Gli enti di questa Geometria now-Arehimedea non sono ipotetici, ma 
sono reali con una rappresentazione reale © comoda quale è l'omogratia para» 
bolica. 

Molti problemi sono stati solamente posti. Non è stato fatto cenno, p, es. 
delle coordinate Plickeriane, ma sono stati preparati gli elementi per svolgere 
con fueilità non solo la loro teoria, ma tita una Matematica non-Arckimedea, 
Soltanto dopo un tale svolgimento si potrà giudicare della forza trasformativa 
delle idee che abbiamo presenta 

















